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L’objecte d’estudi d’aquest treball so´n els microactuadors electromeca`nics, els MEMS. Avui en
dia, aquests sistemes estan integrats en molts aparells d’u´s cotidia`, com els cotxes. Una introduccio´
als MEMS la trobem a [2]. Els MEMS so´n sistemes f´ısics molt petits de l’ordre de 10−4m. La f´ısica
que hi ha aquesta escala e´s complicada i do´na lloc a models poc pra`ctics. Per aixo`, s’utilitzara` un
model simplificat de MEMS, el model lumped mass-spring system.
El propo`sit del treball e´s buscar varis controladors pel sistema simplificat. Per trobar aquests
controladors s’utilitzara` la teoria dels sistemes hamiltonians amb ports, PHS, que s’estudia a
l’assignatura: Modelitzacio´ i control de sistemes dina`mics. Aquesta teoria do´na molta llibertat a
l’hora de poder construir els controladors. La metodologia que es seguira` esta` explicada a [1] i [3].
El formalisme de sistemes hamiltonians controlats per ports e´s un paradigme de modelatge i
control de sistemes que respecte l’estructura f´ısica dels mateixos. La seva idea fonamental e´s mo-
delar els sistems a partir dels intercanvis energe`tics dels diversos subsistemes entre ells i l’exterior,
fet que e´s molt important en el cas de sistemes no lineals, on l’aproximacio´ cla´ssica basada en
intercanvi de senyals te´ moltes limitacions degut a que la no linealitat genera frequ¨e`ncies diferents
de les que entren al sistema.
Els objectius del treball so´n:
• Aprofundir en l’estudi dels sistemes port-hamiltonians.
• La aplicacio´ de la teoria de sistemes port-hamiltonians al model simplificat de MEMS.
• Veure la riquesa dels controladors port-hamiltonians.
• Aprofundir en les te`cniques que s’utilitzen a la teoria de control.
En primer lloc, s’obtindra` el model PHS d’un tipus de MEM senzill, i en particular es definiran
les variables d’estat, l’energia, els controls accesibles i l’objectiu de control. A continuacio´ es
plantejaran les equacions associades a la te`cnica de control IDA-PBC [3] per a aquest sistema, i
s’en cercaran solucions mitjanc¸ant les estrate`gies algebra`ica i d’EDP. En particular, s’emprara` el
me`tode de les caracter´ıstiques per solucionar les EDP lineals que s’obtenen pel segon me`tode, i es
triaran les funcions arbitra`ries de manera que la funcio´ d’energia en llac¸ tancat tingui el mı´nim en
el punt dessitjat. Es calcularan els controladors corresponents i es simulara` el sistema controlat
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en cada cas. Finalment, es comparan nume`ricament els controladors, especialment pel que fa al





En aquest cap´ıtol es construira` el model de MEMS amb el qual es treballara`. S’ha de remarcar
que e´s un model simplificat, ja que si es te´ en compte totes les forces i efectes, que hi han en
l’escala en que es treballa, el model no seria viable ni per simular ni per buscar un control. El
model simplificat e´s el lumped mass-spring system model representat a la figura 2.1. Es construeix
el model amb la formulacio´ lagrangiana.



















Figura 2.1: Representacio´ del model simplificat











que formen el lagrangia` L = T − Uk − Ue. La forc¸a deguda al fregament visco`s e´s Fd = −Bω˙ i e´s
la u´nica forc¸a que no prove´ d’un potencial.














Per tant, el model seguira` l’EDO de 2n ordre




2 = −Bω˙ (2.1)
El control del sistema e´s el voltatge, pero` es vol que la intensitat sigui el control. El voltatge i
la intensitat estan relacionats per
q =
ε0Ac
g − ωV (ω) i q˙ = i
Aix´ı, el model controlat amb la intensitat queda{






Per poder controlar el model es necessita que el model sigui un sistema d’EDO’s de primer ordre.














El model tambe´ podria incloure una forc¸a exterior, Fl. Aquesta forc¸a correspondria a un element
extern al model. En el cas estudiat, se suposa nul.la.
Les dimensions f´ısiques del MEMS que s’han fet servir per les simulacions so´n:
x0 = 800 · 10−6m, z0 = 70 · 10−6m, g0 = 10−6m, Ac = x0 · z0
Les constants del sistema so´n:






Diversos controls per al
microactuador electromeca`nic
En aquest apartat es construiran tres controladors que estabilitzin el model en un punt selec-
cionat. Per trobar aquests controladors s’introduiran els sistemes hamiltonians amb ports.
El punt on s’estabilitza` vindra` definit per la condicio´ de punt d’equilibri d’un sistema dina`mic.











0 = i(ω∗, p∗, q∗)
.
Per tant, les condicions que ha de complir el punt d’estabilitat so´n
(c1) : p∗ = 0





(c3) : i(ω∗, p∗, q∗) = 0
.
Aix´ı, tenim dos possibles punts d’estabilitat que so´n (ω∗, 0,±√2ε0AcKω∗). Estabilitzarem quan
estiguem en un dels dos punts i el control no actui.
Observacio´ 1 Nome´s pot estabilitzar-se el sistema per a posicions postives, ja que si ω∗ e´s negatiu
tenim una q∗ ∈ C. En aquest treball nome´s es treballa amb EDO’s a R.
Observacio´ 2 El punt d’estabilitat, a partir d’ara, sera` (ω∗, 0, q∗(ω∗) =
√
2ε0AcKω∗).
3.1 Sistemes hamiltonians amb ports
Els sistemes hamiltonians amb ports so´n l’extensio´ dels sistemes hamiltonians a qualsevol di-
mensio´. Aquesta extensio´ ha donat lloc a noves eines de control per a sistemes dina`mics.
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3.1. Sistemes hamiltonians amb ports
Definicio´ 1 Es diu que un sistema d’equacions diferencials e´s un sistema hamiltonia` amb
ports Dissipatiu (PHDS) en forma expl´ıcita si el podem escriure de la segu¨ent forma
Σ :







on x ∈ Rn so´n les variables d’estat, la funcio´ diferenciable H(x) : Rn → R representa l’energia i
u ∈ Rm so´n els controls i y ∈ Rm so´n les variables conjugades dels controls.
A me´s, l’esctructura d’interconexio´ ve donada per la matriu antisime`trica J (x) = −J (x)t, per
la matriu n×m g(x) i R(x) = R(x)t representa les dissipacions.
Observacio´ 3 Aquest tipus de sistemes so´n sistemes passius.
Per controlar els PHDS s’ha desenvolupat la metodologia del IDA-PBC (Interconnection and
Damping Assignment-Passivity Based Control). La construccio´ d’aquesta te`cnica esta` desenvolu-
pada a [3] on hi ha
Proposicio´ 1 Donat J (x), R(x), H(x), g(x) i el punt on es vol estabilitzar x∗ ∈ Rn. Se suposa
que pot trobar-se funcions β(x), Ja(x), Ra(x) i una funcio´ vectorial K(x) satisfent
[J (x) + Ja(x)− (R(x) +Ra(x))]K(x) = [Ja(x)−Ra(x)]∂H
∂x
(x) + g(x)β(x) (3.1)
i tal que
(i) Es preserva l’estructura:
Jd(x) := J (x) + Ja(x) = −[J (x) + Ja(x)]t,
Rd(x) := R(x) +Ra(x) = [R(x) +Ra(x)]t ≥ 0.






















Sota aquestes condicons, el sistema tancat u = β(x) e´s PHDS on Hd(x) = H(x)+Ha(x) i ∂Ha∂x (x) =
K(x).
A me´s, x∗ sera`, localment, un punt d’equilibri del sistema tancat. Sera` assimpto`ticament estable








sigui {x∗}. Una estimacio´ d’aquest domini d’atraccio´ ve donada pel conjunt de nivell fitat me´s
gran {x ∈ Rn|Hd(x) ≤ c}.
Observacio´ 4 (3.1) tambe´ es pot expressar com
(J (x)−R(x))∂H
∂x
+ g(x)β(x) = (Jd(x)−Rd(x))∂Hd
∂x
(x). (3.2)
A (3.1) i (3.2) se l’anomena la match equation
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 0 1 0−1 0 0
0 0 0
−































La proposicio´ 1 s’utilitzara` de dues maneres diferents:
1. Me`tode algebraic: es fixara` el hamiltonia` nou, Hd(x), i es buscara` Jd(x), Rd(x) i β(x).
2. Me`tode de les EDP’s: es fixara` Jd(x), Rd(x) i es buscara` β(x) i Hd(x).
3.2 Me`tode algebra`ic
Es tria Hd de manera que tingui un mı´nim global en el punt d’equilibri.
Hd(ω, p, q) =
1
2
a(ω − ω∗)2 + 1
2
b(p− p∗)2 + 1
2
c(q − q∗)2 (3.3)
on a > 0, b > 0 i c > 0 so´n para`metres de disseny.
Amb la match equation es trobara` Jd i Rd
p
M






= −(J12 +R12)a(ω − ω∗) + (J22 −R22)bp+ (J23 −R23)c(q − q∗)
i = −(J13 +R13)a(ω − ω∗)− (J23 +R23)bp+ (J33 −R33)c(q − q∗)
S’imposen unes restriccions sobre Jd(x) i Rd(x) per a simplificar els ca`lculs.
Jd =
 0 J12 J13−J12 0 J23
−J13 −J23 0
 , Rd =
 R11 0 00 R22 0
0 0 R33
 .
Aleshores la match equation queda
p
M






= −J12a(ω − ω∗)−R22bp+ J23c(q − q∗)
i = −J13a(ω − ω∗)− J23bp−R33c(q − q∗)
Les equacions corresponents al model s’han de complir a tot l’espai de fases. Per aixo` es buscara`
unes funcions Jij i Rij adequades. La estrate`gia que es seguira` es basa en cancel.lar els termes de
la dreta amb els de l’esquerra.
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on Ĵ es tria per eliminar la q-depende`ncia. Aix´ı, la primera equacio´ sempre es compleix i la segona
queda
−Kω = −J12a(ω − ω∗) + Ĵ(q − q∗)− qq
∗
2ε0Ac





Imposant-ho, la segona equacio´ queda
0 = Kω∗ − q
∗2
2ε0Ac
que es compleix sempre per (c2).














− 1bM 0 q+q
∗
2ε0Acc
0 − q+q∗2ε0Acc 0
 , Rd =
 0 0 00 BbM 0
0 0 R33
 ,
el hamiltonia` donat per (3.3) i el control sera`




on R33 > 0, c > 0 i b > 0 so´n para`metres de disseny.
3.3 Me`tode de les EDP’s
Es fixa Jd i Rd i es buscara` Hd i el control. De la match equation es tindra` una sistema d’EDP’s
de primer ordre per a Hd i el control.
Les matrius Jd i Rd seran
Jd =
 0 1 0−1 −B δ(ω, p, q)
0 −δ(ω, p, q) 0
 i Rd =
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= −∂ωHd + δ(ω, p, q)∂qHd
i = −δ(ω, p, q)∂pHd −R33∂qHd
Per tant,








= −∂ωĤd + δ(ω, p, q)∂qĤd (3.5)
i es te´ el control
i = −δ(ω, p, q)∂pHd −R33∂qHd
Es resoldra` la EDP (3.5) utilitzant dues δ diferents, una lineal i una quadra`tica en termes
de la ca`rrega. El me`tode que s’utilitzara` per resoldre la EDP lineal (3.5) e´s el me`tode de les
caracter´ıstiques [4].
3.3.1 δ lineal




























= −Kω + q22ε0Ac
Les solucions de les dues primeres equacions so´n{
ω = −τ + C1
q = −q∗ + e τ2ε0AcCC2
Aleshores, la tercera EDO queda
∂Ĥd
τ





















3.3. Me`tode de les EDP’s
Imposant la corba de condicion inicials (s, 0, φ(s)).
ω = −τ + s
q = −q∗ + e τ2ε0AcC q∗
Ĥd(τ, s) = Kτ
2
2 −Ksτ + q
∗2τ
2ε0Ac




Reescrivint el sistema en funcio´ de ω i q.














)2 − 2Kε0AcC ln ( q+q∗q∗ )ω + q∗2C ln ( q+q∗q∗ )
−q∗Cq + 12Cq2 + φ
(





S’ha de trobar una φ tal queHd tingui un minim en (w∗, 0, q∗). E´s a dir, volem que∇Hd(w∗, 0, q∗) =
0 i la hessiana definida positiva.
∇Hd =
 −2Kε0AcC ln(2) + φ
′(ω∗ + 2ε0AcC ln(2))
0
− 2Kε20A2cC2 ln(2)q∗ − Kε0AcCωq∗ + q
∗C
2 + φ




′′ 0 − 2Kε0AcCq+q∗ + φ′′ 2ε0AcCq+q∗
0 1M 0




















En (w∗, 0, q∗) equival a les condicions:
• φ′(ω∗ + 2ε0AcC ln(2)) = 2Kε0AcC ln(2)
• −Kω∗ + q∗22ε0Ac = 0 es compleix sempre per (c2).



















Es comprova que φ compleix les condicions
• (φ1) φ′(ω∗ + 2ε0AcC ln(2)) = 2Kε0AcC ln(2)



























Quan C →∞, (φ3) no es complira`; pero` per C ∈ (0, cte) (φ3) es complira`, perque` el terme
lineal de C dominara` el terme quadra`tic.
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Resumint,


































i el control e´s













+R33C(q − q∗) (3.7)
on C ∈ (0, cte) i R33 > 0 so´n parametres de disseny.
3.3.2 δ quadratic
Es pren δ = C2q2 per evitar els logaritmes que surten a la Hd anterior.










Es resol la EDP amb el me`tode de les caracter´ıstiques, obtenint













Es busca una φ tal que Hd tingui un mı´nim a (ω∗, 0, q∗). Imposant que el gradient de Hd sigui








q∗ −KC2ω∗3 = 2q
∗ω∗−C2q∗2ω∗2
2ε0Ac
. Aquestes dues expressions so´n equiva-
lents per (c2).




























• K > 0.





















i el control e´s






on C2 > 0 i R33 > 0 so´n parametres de disseny.
3.4 Controls
Els tres controladors trobats so´n
• El control del me`tode algebraic (3.4):




on R33 > 0, c > 0 i b > 0 so´n para`metres de disseny.
• El control trobat amb el me`tode de les EDP’s i δ = q+q∗2ε0AcC (3.7):






on C > 0 i R33 > 0 so´n parametres de disseny.
• El control trobat amb el me`tode de les EDP’s i δ = C2q2 (3.10):





on C2 > 0 i R33 > 0 parametres de disseny.






En aquest cap´ıtol, es fara` un estudi comparatiu dels dos controladors trobats. Es fa aquest
estudi per saber quins avantatges i inconvenients te´ cadascun, quin e´s me´s ra`pid, que els hi passa
quan canviem el punt d’estabilitzacio´ i si so´n robustos en variar algun para`metre del sistema.
Les simulacions s’han fet amb C++ i les imatges s’han creat amb el Matlab. L’integrador
nume`ric que s’ha utilitzat e´s un Runge-Kutta-Fehlberg d’ordres 7 i 8 amb pas variable.
4.1 Para`metres o`ptims
Per fer els diversos ana`lisis s’han de trobar uns para`metres o`ptims pels para`metres del sistema
que hem elegit.
Per trobar aquests para`metres s’ha fet en dos passos:
• Trobar uns para`metres amb els quals el llac¸ tancat convergueixi al punt d’estabilitat amb
menys d’una unitat de temps.
• Elaborar un petit programa que varia els para`metres del controlador. Aquest programa busca
quins so´n els para`metres amb els quals tardem menys a converguir al punt d’estabilitat.
Les simualcions tenen com a punt d’estabilitat: (6 · 10−6, 0, q∗(ω∗)) i condicions inicials:
(0, 0, 1 · 10−12).
Pel controlador (3.7), la figura 4.1 mostra el pla dels para`metres i els colors representen el
temps que cal per estabilitzar. Una parella de para`metres que optimitzen el controlador so´n
(C,R33) = (3.2 · 1025, 2.1 · 10−22).
Pel controlador (3.10), la figura 4.2 mostra el pla dels para`metres i els colors representen el
temps que cal per estabilitzar. Una parella de para`metres que optimitzen el controlador so´n
































Figura 4.2: Gra`fic on cada punt representa (R33, C2). Els colors representen el temps necessa`ri per
estabilitzar.
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4.2 Rapidesa
Es vol veure quin controlador estabilitza me´s ra`pid amb els para`metres o`ptims. S’han simulat els
dos sistemes en llac¸ tancat. El punt d’estabilitat e´s el (6 ·10−6, 0, q∗(ω∗)). Les diverses simulacions
es poden veure en la figura 4.3.
0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01
x 10−5
t
0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01
x 10−10
t
0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01
x 10−11
t
Figura 4.3: Simulacio´ dels dos controladors juntament amb el llac¸ obert. En verd el llac¸ obert, en
vermell el primer controlador, en blau el segon.
Visualment, es veu que el controlador (3.7) te´ una tende`ncia exponencial fins al punt d’estabilitat.
En canvi, el (3.10) varia molt al voltant del punt d’estabilitat semblant a un sinus en que l’amplitud
decreix.
4.3 Robustessa a la variacio´ dels para`metres
Aquest ana`lisi es basa en les figures 4.1 i 4.2. Es vol veure com reaccionen els controladors
a la variacio´ dels para`metres. Es fa aquesta comparacio´, perque` l’estimacio´ dels para`metres dels
controladors amb els para`metres reals no sera` exacte. Per aixo`, en interessa saber si els controladors
varien el comportament amb els para`metres modificats.
S’observa un comportament semblant en els dos controladors quan variem els para`metres del
controlador. Tot i que el (3.10) sigui me´s fluctuant.
4.4 Robustessa al canvi de punt d’estabilitzacio´
En el tercer ana`lisi es varia el punt d’estabilitat. L’ana`lisi es centra en tres aspectes: convergueix
o no en menys d’un segon, la simulacio´ surt de l’interval on esta` definida ω i el temps que tarda a
estabilitzar.
19
4.5. Robustessa en canviar els para`metres del sistema
En la figura 4.4 cada gra`fic correspon a un dels controladors. L’eix de les abscisses marca el
punt d’estabilitat, ω∗, i l’eix de les ordenades dret indica que` ha passat en cada simulacio´. Si val
zero, s’ha convergit en menys d’un segon. Si val u, no s’ha convergit. Si val dos, la simulacio´ surt
de l’interval on ω esta` definit. En canvi, l’eix de les ordenades esquerre hi ha el temps que triga
a estabilitzar enfront del punt d’estabilitat. En el cas que no es convergeixi o es sorti de l’interval
de definicio´ de ω el temps val 0.






























Figura 4.4: El color blau marca el temps de converge`ncia del controlador i el vermell la converge`ncia.
S’observa que el controlador (3.10) no funciona per valors de ω∗ propers a zero i que en fluctuar
tant quan ω∗ supera 9 · 10−6m la simulacio´ surt de l’interval de definicio´ de ω. En canvi, (3.7)
sempre convergeixen en menys d’un segon i el temps d’estabilitzacio´ creix poc i linealment quan
el punt d’estabilitat creix. Tambe´ s’observa, que on convergeixen els dos controladors, el (3.7) e´s
me´s ra`pid que (3.10).
4.5 Robustessa en canviar els para`metres del sistema
Amb aquest darrer ana`lisi es vol veure com es comporten els controladors en variar els para`metres
dels sistema. Aquest estudi es fa, perque` els para`metres reals del sistema no seran exactament els
estimats. El que es busca e´s veure si els controladors empitjoren variant M i K.
Les simulacions s’han fet amb els para`metres o`ptims i el punt d’estabilitat: (6 · 10−6, 0, q∗(ω∗)).
S’ha variat K des de 7.2618 fins a 9.2618 amb un pas de 0.025 i M des de 1.5262 · 10−9 fins a
5.5262 · 10−9 amb un pas de 2.5 · 10−11.
En els gra`fics 4.5 i 4.6 es te´ el pla (K,M) per a cada controlador. Cada punt representa unaM i
una K espe`cifics i el color representa la difere`ncia, testMK − testMopKop , e´s a dir, la difere`ncia entre
el que ha trigat a estabilitzar amb (M,K) i el temps d’estabilitzacio´ amb els para`metres o`ptims.
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K
 










Figura 4.5: Representacio´ de testMK − testMopKop per al controlador (3.7)
El primer que es veu en les dues figures e´s que la variacio´ deM e´s me´s important que la variacio´ de
K. Els retards en els dos casos so´n semblants. L’u´nica difere`ncia remarcable e´s que el controlador
(3.10) e´s l’u´nic que rebaixa el temps d’estabilitzacio´ per valors de M baixos.
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K
 















Al acabar aquest treball es pot afirmar que s’han assolit tots els objectius. S’ha aprofundit en
l’estudi dels PHDS gra`cies a [3] i [1]. S’ha aplicat els resultats principals d’aquests estudis per
controlar un MEMS simplificat. A l’hora de construir els controladors, s’han vist tres maneres
diferents de trobar un controlador per un mateix sistema. Al fer l’estudi comparatiu s’ha remarcat
els aspectes me´s importants que es busca en el control.
Per construir els controladors s’ha utilitzat dos me`todes, l’algebra`ic i el de les EDP’s. S’observa
que els dos me`todes so´n semblants, ja que les dues metodologies donen controladors iguals si les
condicions que imposem so´n molt similars. A part, els dos controladors tenen una dificultat de
ca`lcul similar. En canvi, els nous hamiltonians que trobem so´n molt diferents depenen del me`tode
triat per trobar-los i les condicions que imposem. El me`tode algebraic e´s me´s sencill si imposem
unes condicions raonables sobre Hd, Jd i Rd que el me`tode de les EDP’s.
Els controladors que s’han trobat no so´n u´nics. Una eleccio´ diferent de φ, deHd, de Jd oRd do´na
un nou controlador. Aquesta llibertat d’eleccio´ porta avantatges (podem tenir molts controladors
diferents i elegim el que me´s ens convingui) i desavantatges (trobar-los te´ me´s dificultat).
El controlador (3.7) e´s me´s eficients que (3.10). Tot i que so´n igual de robustos al canvi de
para`metres del sistema o del controlador, el controlador (3.7) e´s millor per la manera en que
s’aproxima al punt d’estabilitat i perque` te´ un transitori similar per qualsevol punt d’estabilitat.
El problema de (3.10) e´s el seu transitori: e´s massa fluctuant. Aquest fet fa que sigui me´s lent
que l’altre i que pugui arribar a juntar les dues plaques del condensador.
La importa`ncia dels PHDS e´s que si podem escriure el nostre model com un PHDS es podran
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